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第一次数学危机
n 毕达哥拉斯学派（公元前500年）
u 数是万物的本原，事物的性质

是由某种数量关系决定的，万
物按照一定的数量比例而构成
和谐的秩序；

u “一切数均可表成整数或整数
之比”

n 但，后来…
u 毕达哥拉斯证明了勾股定理
u 但同时发现“某些直角三角形

的三边比不能用整数来表达”；
n 希帕索斯悖论
u 希帕索斯考虑了一个问题：边

长为1的正方形其对角线长度是
多少呢？

拉斐尔《雅典学派》局部
1509年 毕达哥拉斯



第二次数学危机

n 微积分

u十七世纪，牛顿与莱布尼兹
各自独立发现了微积分，但
两人的理论都建立在无穷小
分析之上。

n 贝克莱悖论

u无穷小量在牛顿的理论中
“一会儿是零，一会儿又不
是零”。贝克莱嘲笑无穷小
量是“已死量的幽灵”。

——1734年，《分析学家；或一篇致一位不信神数
学家的论文，其中审查一下近代分析学的对象、原
则及论断是不是比宗教的神秘、信仰的要点有更清
晰的表达，或更明显的推理》

莱布尼兹牛顿

英国（爱尔兰）哲学家 贝克莱



第三次数学危机

n 集合论
n 十九世纪下半叶，康托尔创立了

著名的集合论。刚产生时，曾遭
到许多人的猛烈攻击。

n 后来数学家们发现，从自然数与
康托尔集合论出发可建立起整个
数学大厦。“一切数学成果可建
立在集合论基础上”。

n 1900年，国际数学家大会上，
法国著名数学家庞加莱：

“…借助集合论概念，我们可以建
造整个数学大厦…今天，我们可以
说绝对的严格性已经达到了…” 

格奥尔格·康托尔
Cantor，Georg Ferdinand Ludwig Philipp

1845.3.3-1918.1.6
德国数学家，集合论的创始人



第三次数学危机
n 一个故事
u 塞尔维亚有一位理发师：他只

给所有不给自己理发的人理发，
不给那些给自己理发的人理发。
问：他要不要给自己理发呢？

n 罗素悖论
u S由一切不是自身元素的集合所

组成。
罗素问：S是否属于S呢？

n 德国数学家、逻辑学家弗雷格:
“一位科学家不会碰到比这更难
堪的事情了，在他的工作即将结
束时，其基础崩溃了。罗素先生
的一封信正好把我置于这个境地…”

伯特兰·罗素（Bertrand Russell，1872—1970）
英国哲学家、数学家、逻辑学家、历史学家，无神论

或者不可知论者，和平主义社会活动家



第三次数学危机

n 1931年成功证明：

任何一个数学系统，只要
它是从有限的公理和基本概念
中推导出来的，并且从中能推
证出自然数系统，就可以在其
中找到一个命题，对于它我们
既没有办法证明，又没有办法
推翻。

n 哥德尔不完备性定理

u哥德尔不完全定理的证明结
束了关于数学基础的争论，
宣告了把数学彻底形式化的
愿望是不可能实现的。

库尔特·哥德尔（Kurt Godel）
1906年4月28日—1978年1月14日

美国 数学家、逻辑学家和哲学家



那么，接下来的问题是？

n 可计算问题：

u设函数f的定义域是D，值域
是R，如果存在一种算法，
对D中任意给定的x，都能
计算出f(x)的值，则称函数f
是可计算的。

n 研究思路：

u为计算建立一个数学模型，
称为计算模型，然后证明，
凡是这个计算模型能够完成
的任务，就是可计算的任务。

n 图灵提出了一个模型…



图灵与图灵机

n 英国数学家艾伦 • 图灵
（Alan Turing）

n 1936年，图灵在其著名
的论文《论可计算数在判
定问题中的应用》一文中
提出了一种理想的计算机
器的数学模型——图灵机
（Turing Machine ）。

n 美国计算机协会（ACM）
于1966年设立图灵奖.阿兰·麦席森·图灵

Alan Mathison Turing
1912-1954

英国数学家、逻辑学家



图灵与图灵机

图灵
• 1912年6月，生于伦敦
•中学期间，获 国王爱德华六世数学金盾奖章
• 1935年，被选为 剑桥大学国王学院院士
• 1936年5月，图灵提出 图灵机，

（发表于《伦敦数学会文集》）
• 1938年，美国普林斯顿大学获博士学位
• 1938-1945年二战期间，密码破译工作

（曾任英美密码破译部门总顾问）
• 1946年，获 不列颠帝国勋章
• 1950年，提出 著名的“图灵测试”
• 1950年10月，发表论文“机器能思考吗”

（开启了人工智能的研究）
• 1951年，被选为 英国皇家学会会员

（家族中第四位皇家学会会员）
• 1952年，图灵写出一个国际象棋程序
• 1954年，逝世

阿兰·麦席森·图灵
Alan Mathison Turing

1912-1954
英国数学家、逻辑学家



图灵机到底什么样？它的功能是什么？

下节预告



图 灵 机 的 构 成

n 图灵机的组成
u一条存储带
l 双向无限延长
l 上有一个个小方格
l 每个小方格可存储一个数字/

字母
u一个控制器
l 可以存储当前自身的状态；
l 包含一个读写头，可以读、

写、更改存储带上每一格的
数字/字母

l 可以根据读到的字母/数字变
换自身的状态

l 可以沿着存储带一格一格地
左移/右移



图 灵 机 如 何 工 作
图灵机的工作步骤：
1. 准备：
（1）存储带上符号初始化；
（2）控制器设置好自身当前状态；
（3）读写头置于起始位置；
（4）准备好工作程序；

2. 反复执行以下工作直到停机：
（1）读写头读出存储带上当前方格中
的字母/数字；
（2）根据 自身当前状态 和 所读到的
字符，找到相应的程序语句；
（3）根据 相应程序语句，做三个动作：

① 在当前存储带方格上写入一个相
应的字母/数字；

② 变更自身状态至新状态；
③ 读写头向左或向右移一步；
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图 灵 机 如 何 工 作

图灵机为什么受到重视？

简单！

强大！

可实现！
http://aturingmachine.com



1 1 1 1 1 1 1

q1

q1
q2
q2
q3
q3

1

b
1
b
1
b

1

1
1
b
b
b

R

R
R
L
H
H

q1

q2
q2
q3
q3
q3

当前状态：q1

q1    1    1    R    q1 

当
前
机
器
状
态

当
前
读
入
的
符
合

当
前
应
写
入
的
符
号

读
写
头
的
动
作

机
器
应
转
入
的
状
态

图灵机运行前的准备工作：

（1）存储带上符号初始化；

    当前字母表：{ 1，b }

（2）设置好控制器当前状态；

    控制器状态集合：

{ q1, q2, q3 }

    控制器当前状态：q1

（3）读写头置于起始位置；

（4）准备好工作程序；

图灵机程序五元组:

<q, b, a, m, q’>
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图灵机停机意味着什么？
n 给定符号序列 A，如果能找到一

个图灵机，得出对应的符号序列 
B，那么从 A 到 B 就是可计算的。

n 也就是说：
u 对于一个问题的输入A，问:

u A能否推证出B?

u 如果能找到一个图灵机，得出对应的
符号序列 B，那么从 A 到 B 就是可
计算的。

u 否则，该问题不可计算。

成功
停机



图 灵 机 的 理 论 意 义

n 可计算性的判定；
n 意义：
u 给出了一个可实现的通

用计算模型；
u 引入了通过“读写符号”

和“状态改变”进行运
算的思想；

u 证实了基于简单字母表
完成复杂运算的能力；

u 引入了存储区、程序、
控制器等概念的原型；http://aturingmachine.com



图灵机是不是万能的？

哪些问题是图灵机不能计算的？



图灵机停机问题
n图灵的论点：

u任一过程是能行的（effective，即能够具体表现在一个
算法中），当且仅当它能够被一台图灵机实现。

n图灵机停机问题：
u是否存在一台"万能的"图灵机 H, 把任意一台图灵机 M 

输入给 H, 它都能判定 M 最终是否停机, 输出一个明确的
"yes" 或 "no" 的答案?

u能否给出一个判断任意一个图灵机是否停机的一般方法? 



利用“康托尔的对角线删除法则”的证明
n 问题：

u 是否存在一个程序P(X,Y)可以判断当任意一个程序X输入Y时是否存在死循
环，或者说是否停机。

n 证明：

u 假设这样的P(X,Y)是存在的。则可以为所有的程序编号：1, 2, 3, ……，对
数据Y也进行编号1, 2, 3, ……



利用“康托尔的对角线删除法则”的证明
n 找出对角线序列

u 把上表对角线上的元素挑选出来，得到序列：yes,no,no,yes, ……

n 构造对角线删除序列

u 根据这个序列可以构造一个反序列：no,yes,yes,no, ……

n 对角线删除序列是否在表中的某一行上出现？



计算机为什么能进行计算？

n “数”在计算机中如何表示？

n计算机中“数”的逻辑运算方式？

n逻辑运算方式的物理实现？



关于计算机中数的表示

n 若采用字母表 { 1, b } 
u 符号 “b”

l 表示计算对象和计算结果的边界
u 符号“ 1”

l 表示计算对象和计算结果的数值

n 遇到的问题：
u 使用符号 “1”表示数字 1

l 数值 1,000,000 应由一百万个 1 
来表示

l 读入这一个数，读写头就要移动
一百万次

u 显然不合理、不实际



关于计算机中数的表示

n 如果使用“十进制”

u字母表中包含11个符号：
{ 0, 1, …, 9, b }

u用于图灵机控制的程序
要大量增加

u确定当前指令也需要更
多的时间
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关于计算机中数的表示

n 由此可知：

u字母表中的符号越多，读入移动次数减少，但程序数量就越多

u字母表中的符号越少，程序量会减少，但读入移动次数就越多

n 字母表与状态：

u字母表中符号的最优数量，可能接近自然常数（欧拉数） e
（2.7182818284590...）。

u与具有两个状态的电子元件相比，具有三个状态的电子元件在
制造上更困难，可靠性更低。



已解问题：数的表示二进制.

待解问题：如何进行计算？



计算机中数的逻辑运算方法

n 布尔代数

u1854年：布尔发表《思
维规律的研究——逻辑
与概率的数学理论基
础》，并综合其另一篇
文章《逻辑的数学分
析》，创立了一门全新
的学科－布尔代数；

u为计算机的开关电路设
计提供了重要的数学方
法和理论基础。英国数学家布尔（G.Boole）



计算机中数的逻辑运算方法

n 基本逻辑运算

u 与

u 或

u 非

n 复合逻辑运算

u同或 异或

u与非

u或非

u与或非

n

英国数学家布尔（G.Boole）



计算机中数的逻辑运算方法

BA
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逻辑函数表达式：F= A�B

11  1
01  0
00  1
00  0
FA  B

真值表



计算机中数的逻辑运算方法

F
R

E

A

B

逻辑函数表达式：F= A+B
11  1
11  0
10  1
00  0
FA  B

真值表



计算机中数的逻辑运算方法

逻辑函数表达式：F= A+B

E A

R

F

01
10
FA

真值表



计算机中数的逻辑运算方法

真值表

A  B F1 F2
0  0 0 1
0  1 1 0
1  0 1 0
1  1 0 1

n 异或
u两数相同为“0”

u两数相异为“1”

n同或 

u 两数相同为“1”

u 两数相异为“0”

F = A   B

F = A   B



加法的计算
举例：A=1101, B=1001, 求 A+B
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加法的计算
举例：A=1101, B=1001, 求 A+B

异或

与
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1854年的布尔代数

半
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加法的计算

an---加数；bn---被加数；cn-1---低位的进位
sn---本位和；cn---进位
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已解问题：数的表示 —— 二进制.

已解问题：计算方法 —— 布尔代数

待解问题：布尔运算如何实现？



1854年的布尔代数加法的计算

l 与非门电路 l 或非门电路



小结

n 电路为什么能计算？

u 数字运算  可以转换   二进制数的运算；

u 二进制运算  可以转换为 基本的“布尔运算” ；

u 基本的“布尔运算”  都可以  由电路完成；

n 所以电路能“算数”！



CPU



Intel4004 Intel80486



第一代计算机

n时间：20世纪40、50年代
n主要特点
u使用真空管存储数据
l真空管是一种控制真空中电子流动的电子装置
l被设置为两个状态以表示0或1
l响应比机械快，但体积大、耗能高、易烧坏
lENIAC有18000个真空管，第一年运行就替换了

19000个�

n只能使用0/1进行编程
u111000000100101100110 …



普遍认为的“第一台计算机”

nENIAC (Electronic Numeric Integrator and 
Computer)

n电子数字积分计算机
u宾夕法尼亚大学摩尔学院 莫契利 (J. Mauchly) 和

埃克特 (J.Eckert)
u1943年开始，1945年完成，1946年2月14日正式

启动
u17468只电子管、7200个二极管、70000多电阻器，

10000多只电容器和6000只继电器，电路的焊接
点多达50万个；174000瓦功耗

u30米长、3米高、30吨重、占地面积为170平方米
u每秒5000次加法可以在3/1000秒时间内做完两个

10位数乘法



第二代计算机

n始于20世纪50年代后期
n晶体管计算机
u 使用晶体管存储数据
u 晶体管比电子管更快、更小。更便宜，更可靠
l不需要预热时间，不会产生热量，不会烧坏，它也

不会漏气和爆烈。
l电子管需要1瓦特的功率，晶体管只要百万分之一

瓦特。

n1948年1月23日贝尔实验室
n1956年诺贝尔物理学奖

William Shockley
威廉·肖克利 
(1910－1989)



第三代计算机

n始于1965年

u集成电路可将成千上万的真空管或晶体管
压在一个单独的微型芯片上

n1958年9月12日 德州仪器公司

u“我坐在桌子前，待的时间好像比平常晚
一点”

u“我的工作可能引入了看待电路部件的一
种新角度，并开创了一个新领域，自此以后
的多数成果和我的工作并无直接联系”

u2000年，诺贝尔物理学奖 Jack St. Clair Kilby
杰克 · 基尔比

(1923年－2005)



第四代计算机

n始于20世纪70年代
n主要特点
u使用超大规模集成电路
u更快、更小、更便宜

n第一块微处理器是1971年制造的 Intel 4004
l2400个晶体管，计算能力与 ENIAC 相当
l但尺寸只有3毫米x 2毫米
l而 ENIAC 尺寸为30米长，3米高

n计算机发展出现瓶颈
u硬件、软件全方位地出现瓶颈
u第5代计算机正在酝酿中……



第四代Intel Core Processor



Kirin 9000



n 1965年 Intel 公司创始人之一 G.Moore提出
u芯片密度每18个月增加1倍；

l1972年第1代 Intel4004 芯片总共不到3000晶体管

l Intel Pentium 芯片元件数达到千万数量级

uCPU 性能价格比大约18个月翻一番
l芯片工作速度已经达到10000 MIPS 的工作频率 (MIPS，Million 

Instruction Per Second)

l速度越来越快，价格越来越便宜

摩尔定律



摩尔定律



摩尔定律



难道不能把芯片造得大一点吗？



难道不能把芯片造得大一点吗？
n 问题之二：晶体管大小限制

u “如果晶体管仍然持续不断地变小，他们很快就会变到一个原子那么大。任何纳米管和传统工艺都
对这种情况没有办法。”

n 问题之三：电泄漏

u 随着晶体管体积的不断缩小，其电泄漏的情形也不断增加，越来越影响芯片的计算能力。



难道不能把芯片造得大一点吗？
n问题之一：散热

u随着晶体管密度与速度的增加，芯片会消耗更多电力，
产生更多的热能。

“如果芯片中的晶体管数量以现在的速率一直增长下去，到2005年一个高端的处理器每平方

厘米散发的热量将和一个核反应堆外壳持平，到2010年可以和火箭助推器相提并论，到2015

年就要和太阳表面一样热了。这是一个工程师必须面对的一个大难题。”

—— Intel CTO Patrick Gelsinger
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Energy！

VS.

北京大学 李戈 计算概论 28



We Need Green Computing!

nHow much energy does a google search 
consume?
uA single Google query consumes as much energy 

as an 11-watt light bulb does in one hour.
uIt consumes as much as preparing a cup of coffee.
u"performing two Google searches from a desktop 

computer can generate about the same amount 
of carbon dioxide as boiling a kettle" or about 7g 
of CO2 per search. 

(Google and you'll damage the planet, Jan 11)



http://www.top500.org



https://top500.org/lists/top500/2023/11/
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摩尔定律还能坚持多久？



• 全新的计算机理论和计算模式

量子计算机 生物计算机

摩尔定律失效以后……



争论中的——首台商用量子计算机

D-Wave One与D-Wave
公司创始人兼CTO 

Geordie Rose

2011年5月，加拿大D-Wave Systems公司推出了“全球第一台商用实用型量子计
算机”D-Wave One 。（2007年2月曾推出原型机“Orion”）该计算机被冷冻在
只比绝对温度高0.005℃（-273.145℃）的超低温液氮中，售价高达一千万美元。

为硅芯片制冷的
超低温设备

Leiden Cryogenics D-Wave One 的广告

隔绝噪音和外来信号干扰的过滤器



争论中的——首台商用量子计算机

硅芯片上16个量子位的光学照片

承载16个量子位的硅芯片

D-Wave One量子处理器晶圆

关于D-Wave One的争论：

• 量子芯片使用超低温下呈超导态的铌金属构造，
利用其中电流的顺时针、逆时针以及顺逆同时
存在的混合状态模拟量子态，有些研究人员认
为该系统没有证明真正的量子纠缠。

• 没有利用量子门电路控制量子位来进行计算，
它并不是上文所说的理论中的量子计算机。

• 只能处理经过优化的特定任务，通用任务
方面还远不是传统硅处理器的对手；

• 但 D-Wave 实现的量子退火算法确实利用
了量子理论描述的效应，它是特殊的“量
子计算机”。

• D-Wave公司也表示：

D-Wave One在基础构造和生产工艺上借
鉴了现有半导体产业的成果，只是现有电子
计算机的补充和增强，并非要取而代之。



备受关注的量子计算机——D-Wave Two
2013年5月，谷歌、美国航天局（NASA）和美国大学空间研究联合会（USRA）达成合作关系，
共同建立一个量子人工智能实验室，并为NASA的艾姆斯研究中心（NASA Ames Research 
Center）购入一台D-Wave Two量子计算机。

• D-Wave Two的处理器达到512量子比特，
在某些特定问题上，D-Wave Two的处理速
度可达到普通电脑的1-5万倍，售价1500万
美元。

D-Wave创始人Geordie Rose
与D-Wave Two的主要部件

D-Wave Two的广告语D-Wave Two的巨大机箱



D-Wave Two实现了两个目标：

• 实现了“控制”多个量子位的
自旋，量子位的数量提高到
512个；

• 利用了隧道穿透效应，实现量
子退火算法优化计算过程。

D-Wave Two将用于推进机器学
习的研究，完成诸如线性规划，
粒子能量计算，蛋白质折叠等类
似的计算。

近期备受关注的量子计算机——D-Wave Two

D-Wave Two的芯片

承载D-Wave Two 芯片的冷却塔



来自中国的光量子计算机
• 中国科学院2017年5月3日在上海发布中国第一台光量子计算机，由中国科

技大学、中国科学院-阿里巴巴量子计算实验室、浙江大学、中国科学院院
物理所等单位协同完成；

• 实验测试表明，该原型机的取样速度不仅比国际同行类似的实验加快至少
24000倍，同时，通过和经典算法比较，也比人类历史上第一台电子管计
算机（ENIAC）和第一台晶体管计算机（TRADIC）运行速度快10-100倍。



Google的量子计算机
• 2018年3月6日，Google实验室的公布了最新一代量子处理器Bristlecone，

Bristlecone是一款72位量子位处理器，错误率只有1%。



• 使用具有53个超导量子位的可编程处理器，占用状态空间为253≈1016

• 用3分20秒完成的计算，交给全球排名第一的超级计算机Summit，大概需要1万年

Google的量子计算机



中国的量子计算机也在加紧研制



• 1965年前后，以大型机为标志的变革
• 1980年前后，以计算机的普及为标志的变革
• 1995年前后，以互联网为标志的变革
• 2010年前后，以人工智能与大数据为标志的变革
• 2025年… 量子计算？智能编程？

计算机领域的十五年周期律

AI & Big Data
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